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Kapitel 1

Mittelungleichungen

1.1 Elementare Ungleichungen

Es sei x € R. Die wichtigste Ungleichung lautet: 22 > 0 mit Gleichheit nur fiir = 0.

Kann man daher eine Ungleichung mit Aquivalenzumformungen auf eine Form der Gestalt Y, a?
bringen, so hat man die Ungleichung bewiesen. Das gelingt oft, wenn man zu vollstdndigen Quadra-
ten ergéinzt. ( ” Quadratvervollstindigung”.) Zur Illustration mége folgendes Beispiel dienen:

Beispiel 1.1.1. FEs seien a,b reelle Zahlen. Beweise:
a®> +b%+ab>3(a+b—1)
Losung: Umgeformt schreibt sich die Ungleichung so:
a®>+b°+ab—3a—3b+3>0

Man baut nun die linke Seite zur Summe von zwei Quadraten wie folgt um:

T e S IR S R

Die Mittelungleichungen fiir zwei Variable:
Satz 1.1. FEs seien x1, o positive reelle Zahlen. Es gilt:

2+z2 itz 2
maz(zy,22) >\ = 5 2 > — 5 2> Eizs > T T > min(z1, Ta)

Z1 Z2

QM > AM > GM > HM
Quadratisches Mittel> Arithmetisches Mittel >

Geometrisches Mittel > Harmonisches Mittel

Gleichheit fiir x1 = xo.
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Der Beweis dieser Ungleichungen erfolgt durch Riickfithrung mit Aquivalenzumformungen auf die
"Mutter” aller Ungleichungen, nimlich (x; — 29)? > 0. Daraus folgt auch, dass die Gleichheit in
jeder dieser Ungleichungen genau dann gilt, wenn x; = x5. Wir schreiben, wenn wir auf diese
Ungleichungen hinweisen, kurz AM-GM, QM-AM usw.

Mit diesen Mittelungleichungen oder durch entsprechende Aquivalenzumformungen beweist man
unmittelbar folgende Ungleichungen, die zum Grundwissen gehoren:

a+1l > 2ya acRT, Gleichheit fir a=1 (1.1)

—+- > 2 a,b e RT, Gleichheit fir a=2»5 (1.2)

8
+
\
V

2 r € RY, Gleichheit fur z =1 (1.3)

(a+0)(+3)
(a+b)(b+c)(c+a)
a? +b% + ¢
(a+b+c)?

4 a,b e RT, Gleichheit fir a=2»5

(
8abc a,b,c € RT, Gleichheit fir a=b=c (
ab+ be+ ca a,b,c € R, Gleichheit fir a=b=c (
3(ab+ be+ ca) a,b,c e R, Gleichheit fir a=b=c (1.
3(a® + b + %) (a4 b+ c)? a,b,c e R, Gleichheit fir a=b=c (

(a+c)(b+d) Vab++Ved — a,bye,d e RY,  Gleichheit fir be=ad (
24 o E + 1 a,b e R, Gleichheit fir a="0b (1.10
b2 a? a b

Eine wichtige elementare Ungleichung ist:

vV IV IV IV IV IV

Vv

Beispiel 1.1.2. FEs seien a,b reelle Zahlen und z,y positive reelle Zahlen. Dann gilt:
ﬁ+ﬂ% - (a1 + az)?
r1 T2 T1+ T2

Losung: Durch Ausmultiplizieren erhilt man
a3y (1 + T2) + a2z (21 + 22) > (a1 + ag)?x1 290,

und daraus ergibt sich:
(alxg - a2x1)2 Z 0.

Wir sehen auch, dass Gleichheit genau dann gilt, wenn % = i—z

Daraus folgt sofort:

af pai  af (m+ta)? af  (ataz+ay)’

r1 X2 T3 T1+ X2 T3~ T1+ X2+ 23

Daraus ergibt sich mit vollstdndiger Induktion allgemein folgender Hilssatz:

2 2 2 2
S8y 1o (a1 a2 4. + an)
x To Ty 1+ 2o+ ...+ Ty

(1.11)

mit a; € R und z; € Rt und mit Gleichheit fiir

@_%2_ _ %

Ty @ Ty

Mit diesem Hilfsatz 1.11 lassen sich unmittelbar etwa die Beispiele 7 bis 12 in Kapitel 10 l6sen und
mit ihm werden wir auch die Cauchy-Schwarz‘sche Ungleichung im n#chsten Kapitel beweisen.
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1.2 Mittelungleichungen

Aus der AM-HM Ungleichung kann man sofort folgende Ungleichungen ableiten:

1 1 1
(21 +w2+---+xn)<—+ et —)z n®  a1,@s,...7, €RT (1.12)
I T2 Ty
Ein exemplarisches Beispiel fiir die Verwendung der Mittelungleichungen ist folgende Aufgabe:
Beispiel 1.2.1. FEs seien a, b,c positive reelle Zahlen mit a+b+c= 1. Beweise:

(142 + o+ g) + () 2 7

Losung: Wegen der QM -AM Ungleichung gilt:

2 2 2
1 1 1
\l(a—i—;) +(b+3) +(C+z) >a+%+b+%+c+%
3 - 3

Daher geniigt es zu zeigen

2
(a+%+b+%+c+%> 100
> Y
3 = 37
und mit a+b+c=1 folgt:
Z+-+=2>0.
a c
Diese Ungleichung ist aber richtig (vgl. 1.12)
(I

Aus den obigen Mittelungleichungen ergeben sich unmittelbar die ” Gewichteten Mittelungleichun-
gen

” .
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Beispiel 1.2.2. : Es seien a,b,c, d positive reelle Zahlen mit a+b+c+d = 5. Bestimme den grofstmdogli-
chen Wert von
ab*c3d?.

Fiir welche Werte von a,b,c,d wird dieser Maximalwert angenommen?
Loésung:

b=a+b+c+d +2(b) +3(3) +4(d)

=a C =a — — —
2 3 4

Daher gilt

4

b d
10 - 2 3 ’
und daraus folgt unmittelbar:
27 > ab’c3dt.

Gleichheit gilt fiir a = £ = ,alsowenna = 3,b=1,c=3 undd =2.

Die allgemeinen Mittelungleichungen:

Definition: Es seien n € N und 1, 29, ..., 2, € RT. Das”a-Mittel” von z1, s, ..., T, sei fir a €
? ) b 3 ) ) ) n

R\ {0}

(mi’—i—x(;—&—...—i—wf{)é
My =
n

und fir « =0 )

my ist das arithmetische -Mittel, mg das geometrische Mittel, m_; ist das harmonische Mittel und
mo das quadratische Mittel.
Die allgemeine Mittelungleichung lautet nun:

Satz 1.4. Es seien n € N und 1,9, ..., 2, € RT. Das a-Mittel von z1,xs, ..., T, sei wie in obiger
Definition angegeben. Dann gilt fir o < 3

min{x;} < my < mg < maz;{x;}
mit Gleichheit fiir t, = x9 = --- =z,

Der Beweis der Mittelungleichungen erfolgt im Kapitel 6 (Jensen-Ungleichung)
Daraus ergibt sich unmittelbar:
Sind n und m natiirliche Zahlen gréler als Null und n > m, so gilt:

K/x’f+x§+-~-+l‘}»‘2r§/$T+x5n+"'+x? (1.13)

p p
Beispiel 1.2.3. (Belarus 2000) Es seien a,b, c,x,y, z positive reelle Zahlen. Beweise:

3 3 3 3
@ b latbto”
x y z 3xt+y+=z)
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Lo6sung: Nach dem Hilfssatz 1.11 gilt:

. 3 3 32
R R (a2+b2+02)
—+—+—2>
T Y z r+y+z

Es geniigt daher zu zeigen:
2 3
(a% + b3 +c%> > 7(‘”?;0) .
Das folgt aber aus der allgemeinen Mittelungleichung fiir o = % und
8= % >

(LN D2 (@02, ()04 03 ()10

Wie kann man diese Ungleichung verallgemeinern?



Kapitel 2

Cauchy-Schwarz Ungleichung

2.1 Satz und Beweis

Die Cauchy-Schwarz Ungleichung, oft auch nur Cauchy Ungleichung bezeichnet, ist ein wichtiges
Werkzeug beim Lésen von Ungleichungen.

Satz 2.1. Es seien ay,as,...ayn, b1, ba,...b, reelle Zahlen. Dann gilt:
(a3 4+ a3+ ... +a2)(b] + b3 + ..b2) > (a1by + agby + ... + a,by,)?
Gleichheit gilt genau dann, wenn
a1 _ ay _ an
by b by

oder anders ausgedriickt, wenn die Vektoren (a1, as, ..., a,) und (by,bs,...,by,) linear abhingig sind.

Bemerkung: Fasst man 4 = (a1, a9, ...,a,) und ¢ = (by,ba,...,b,) als Elemente des R* mit dem
Standardskalarprodukt auf, dann kann man die Ungleichung auch so schreiben:

@2 > (iD)>

Beweis: Wir leiten diesen Satz unmittelbar mit dem Hilfssatz 1.11 her:
Nach 1.11 gilt

2 2 2 2
G % Oy (a1 +ag + ... + ay)
xr1 X9 Tn 1 +x9+ ...+,

mit a; € R und z; € R*, und mit Gleichheit fiir

ai az Qn

o w T a
Es gilt nun:

a?b?  a2b? a2 b? a1by + asbs + ... + a,by,)?
(a%—l—a%—k...-l—ai):#—i—%-i-m-i— Z%” > ( RN E— )

Daraus folgt unmittelbar die Ungleichung von Cauchy- Schwarz samt der Bedingung

@_%2_ _O0n

R

fiir Gleichheit.
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Den Satz von Cauchy kann man auch so beweisen:
Beweis: Man betrachtet fiir gegebene a; und b; die reelle Funktion

f(x) = (@12 — b1)? + (agx — b2)* + -+ - + (apz — by)? = (Z a?)x2 — 2(2 aibi>m + be
i—1 i—1

1=

Diese quadratische Funktion nimmt nur nichtnegative Werte an, daher ist ihre Diskriminante nicht
positiv. Es gilt also:

(3’

Gleichheit gilt genau dann, wenn f(z) = 0, also wenn

n n
1=

) (o) =0 (Loan) = () (L)

1 i=1 i=1 i=1

ar—by =ayx—by=---=a,zr—>5b, =0.

Das ist genau dann der Fall, wenn die beiden Vektoren (aj,as,...,a,) und (by,bs,...,b,) linear
abhéngig sind.

O
Folgerungen:
Es seien x1, 29, ...00, Y1, Y2, .., Yn positive reelle Zahlen. Dann gilt:
V@t zn) o+ yn) > VI + VBt T (2.1)
T T Ty x4+ xp)?
R SR S e ) (2.2)
Y1 Yo Yn Tiy1 + T2y2 + 0+ Tnln
1 T Tn 1 r1 | X2 Tn
Sttt > (—+—+'~+—)
Y1 Y3 Yn Ty +Ta+ -+ Tp\Y1 Y2 Yn
(2.3)

Die erste Folgerung 2.1 etwa ergibt sich, wenn man in der Ungleichung von Cauchy - Schwarz

a; = \/z; und b; = |/y; setzt.
Multipliziert man die zweite Ungleichung 2.2 mit dem Nenner der rechten Seite so erhélt man
x x x
(*1+*2+"'+l)(1‘1y1 + xoys + -+ Tpyn) > (21 +JE2+"'—|—$”)2,
Y Y2 Yn

und diese Ungleichung ist nach dem Satz von Cauchy richtig.
Analog beweist man die dritte Ungleichung.

2.2 Losen von Ungleichungen mit Cauchy

Wir wollen anhand von drei Beispielen zeigen wie man mit Cauchy beim Losen von Ungleichungen
arbeitetet:

Beispiel 2.2.1. FEs seien a,b,c positive reelle Zahlen. Beweise:

a b c
a—|—2b+c+b+20—|—a+c+2b+a.

>3
!
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Losung: Nach dem Satz von Cauchy gilt:

a L b i c
a+2b+c¢c b+2c+a c+2b+a.

(a(a+2b+c)+b(b+20+a)+c(c+2b+a)>( )2(a+b+c)2

Es gentigt daher zu zeigen

(a+0b+c)?
ala+2b+c)+bb+2c+a)+c(c+2b+a)

3
> —.
— 4
Durch Umformen erhllt man

>+ b+ > ab + bec + ca,
und diese Ungleichung (vgl.1.6) ist richtig.

Beispiel 2.2.2. (IMO 2001) Es seien a,b,c positive reelle Zahlen. Beweise:

a b c
+ + >1
VaZ+8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab

Losung: Vielleicht nicht der eleganteste aber ein durchaus naheliegender Weg diese Aufgabe zu
16sen ist es, die Losung mit Cauchy zu versuchen: Es gilt:

a b c >>(a+b+0)2

(a\/02+8bc+b\/b2 JrSC‘LJFC\/CQJrgab)<\/(12—|—8bc * Vb2 + 8ca * Ve +8ab/

Es geniigt also zu beweisen:

(a+0b+c)?

>1
avaZ + 8bc + bv/b2 + 8ca + ¢v/c2 + 8ab

oder

(a+b+c)? 2a\/a2+8bc+b\/b2+80a+C\/02+8ab.

Man muss jetzt die rechte Seite dieser Ungleichung irgendwie nach oben abschéitzen. Hier hilft uns
wieder Cauchy, genauer die Folgerung 2.1. Wir schreiben:

av/a? + 8bc = v/a/ a3 + 8abe, b/ b2 + 8ca = Vb\/ b3 + Sabe,
und cvV 2 4+ 8ab = v/cv/ 3 + 8abe

und haben mit 2.1:

V(@ + b+ c)(ad + 8abe + b3 + 8abe + ¢3 + 8abc) >

Va(a® + 8abe) + /b(b3 + 8abc) + /c(c? + Sabe)

Und damit haben wir nur mehr zu zeigen:

(a+b+¢)?>(a+b+c)(ad+ b3+ 3+ 24abe)
Durch Quadrieren und Ausmultiplizieren erhalten wir
ab® + ac® + ba® + bc® + ca® + cb® > 6abc,

und diese Ungleichung ist richtig. (ab? + ac? > 2abc, ... AM-GM Ungleichung)
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O

Es besteht natiirlich bei solchen Abschéitzungen mit Cauchy keine Gewéhr, dass sie immer, so wie
hier, zum Ziel fithren, da sie manchmal zu grob sind. Eine besonders schéne Anwendung und einen
extrem kurzen Beweis liefert Cauchy bei dieser Ungleichung;:

Beispiel 2.2.3. (Iran 1998) Es seien x,y,z > 1 reelle Zahlen mit

Beweise:

Vity+tz>Ver—1+y—1+vz-1

Loésung: Vielleicht erkennt man, dass man die Nebenbedingng auch so schreiben kann:

Nach Cauchy, genauer wieder Folgerung 2.1 gilt nun

rz—1 -1 z-1
\/($+y+z)< - +yy + p, )Zx/x—l—i—\/y—l—i-\/z—l

und das ist genau die Behauptung, wenn man die umgeformte Nebenbedingung beachtet.



Kapitel 3

Symmetrische Ungleichungen

3.1 Begriffe

Viele Ungleichungen beinhalten symmetrische Ausdriicke in den auftretenden Variablen. Einen Aus-
druck nennen wir symmetrisch in seinen Variablen, wenn jede Permutation der Verénderlichen den
Ausdruck unverdndert 1:8t.

Dagegen heifit ein Ausdruck zyklisch, wenn er lediglich invariant gegeniiber einer Vorwértsvertau-
schung der Variablen

(mlaan axn) - (iCQ,Ig, "'7mn7$1) Ty e T ($n7x1, vy Iy — 1)
oder auch invariant gegeniiber einer Riickwértsvertauschung
(1,22, s Tp) — (Tpy X1y ooy Ty — 1) =, o = (T2, 3, ooy Ty, T1)

ist, also nicht beliebig permutiert wird, sondern die Reihenfolge eingehalten wird.
Die Nesbitt-Ungleichung

T Y z
+ +
Y+ z Z+x xT+yY

3
> 3 z,y,z €RT (3.1)
ist symmetrisch, da jede Permutation der Variablen x,y, z die Ungleichung in sich iiberfiihrt. Die
Ungleichung
22y +y?z + 222 > 32y x,y,z € RT (3.2)

ist zyklisch. Sie gestattet nur folgende Vertauschungsméglichkeiten: (z,y,2) — (y,z,2) — (z,2,y)
Es ist sinnvoll, um sich manchmal viel Schreibarbeit zu ersparen, die Notationen -, ~und}_ .
einzufithren. Wenn P(x,y,z) ein Ausdruck in den drei Variablen x,y,z ist, dann definieren wir:

> P(z,y,2) = P(z,y,2) + P(z,2,9) + Py, 2,2) + P(y,2,2) + P(z,2,y) + P(2,y,2),

sym

S Pla,y, 2) = P(a,y,2) + Ply, 2,2) + P(z,2,1).
cyc
Beispiele fiir symmetrische und zyklische Terme in 3 Variablen:
Z :172y = :czy + 2%z + y2z + y2x + 222+ 22y

sym

12
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nyz = 6ayz, Zx?’ =2(a3 +¢* + 2%)

sym sym
Z 2y =2y + yiz + 21w, (z+y+2)>°= Z 23 4 32%y + 3xy® + 2xyz
cyc cyc
Obige Ungleichungen 3.1 und 3.2 kénnten wir daher auch so notieren:

%(Zyiz)zzyizzg und ZzzyZ?)xyz

sym cyc cyc

3.2 Ordnen der Variablen und die Ungleichung von Schur

Symmetrische Ungleichungen gestatten ohne Einschrinkung der Allgemeinheit, dass ihre Variablen
1, T3, ..., Ly beliebig geordnet sind: Zum Beispiel:

T1> T > ... > X, oder <3< ...<uz,

Damit kénnen wir nun leicht eine sehr wichtige Ungleichung beweisen:

Satz 3.1. (Schur’sche Ungleichung) Es seien x,y,z positive reelle Zahlen. Dann gilt fir jedes
reelle r > 0 :

S o @ - y)a—2) 20

cyc

Beweis: Die Ungleichung ist symmetrisch, daher kénnen wir 0.B.d.A. annehmen z > y > z. Die
gegebene Ungleichung kann man dann so anschreiben:

2" (z—y)(z—2)+y" (y—2)(y—2)+2" (2 —z)(2—y) =

(@—y)l"(z—2) =y (y—2)]+2"(x-2)(y—2) =0
Esgilt: 2 —y > 0,2 —2>0,y—2 >0, und 2" (z — 2) — y"(y — z) > 0. Daher ist jeder Term auf der
linken Seite positiv und die Ungleichung ist bewiesen. Gleichheit gilt fir z = y = z.

O

Bemerkung 1: Ein wichtiger Sonderfall ist r =1 :

Zx(x —y)(x—2)>0 (3.3)

cyc

Daraus folgt

3zyz + Z x> Z =2y + xy?, (3.4)
cyc cyc
weiters
3xyz + Z x> Z 2zy)?, (3.5)
cyc cyc
und

wyz > (y+z—z)z+z—y)l@+y—2). (3.6)
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Bemerkung 2: Die Ungleichung 3.6 ist fiir den Fall, dass die Variablen nicht die Dreiecksunglei-
chungen erfiillen, trivial: Offensichtlich kénnen niemals zwei der Klammenrausdiicke negativ sein,
da in diesem Fall eine Variable kleiner als Null sein miisste. Ist aber ein Klammernausdruck negativ,
so gilt die Behauptung.

Bemerkung 3: Im Fall, dassy+z > z,z+x > y,z + y > z ist, kann man z,y, z als Seiten eines
(eventuell zu einer Strecke entarteten) Dreiecks auffassen und die Ungleichung 3.6 so anschreiben:

xyz > 8(s —x)(s —y)(s — 2), 5= x—i—Qﬂ (3.7
Beachtet man nun, dass man den Umkreisradius R eines Dreiecks mit der Formel R = %%, den

Inkreisradius r mit der Formel r = % und die Fliche A mit der Heronschen Flachenformel A =

V/5(s — z)(s — y)(s — z) berechnet. so ergibt sich aus dieser Ungleichung unmittelbar die bekannte
Beziehung R > 2r (Gleichheit 2R =7 fir e =y = 2.)

Die geometrische Ungleichung R > 27 ist also dquivalent zu der algebraischen Ungleichung 3.3 wenn
x,y, z die Seiten eines Dreiecks sind.

3.3 Muirhead Ungleichung

Diese Ungleichung sei fiir zwei bzw drei Variable vorgestellt (sie 148t sich leicht auf mehrere Variable
verallgemeinern):

Satz 3.2. Es seien x,y positive reelle Zahlen und ay,as, by, bs positive reelle Zahlen, die folgende
Bedingungen erfiillen:

ai > az >0 b1 >by >0 a1 > by und ay +az =0by + bs
Dann gilt:
l‘alya2 + xazym > xb1ybz 4+ xb2yb1
Einige Beispiele:
2+ y3 > xzy + ny

x4y+xy4 > x3y2 +x2y3

x7y3 +$3y7 > x6y4 _|_:L,4y6
Beweis:
Das 1af3t sich leicht nachrechnen:

xalyag + xagyal _ xblybg _ beybl —

xagyug (xal—ag + yal—ag _ xb1—a2yb2—a2 _ CEb2—a2yb1—&2) —
xaanQ (thl_a2 _ ybl—ag)(xbg—ag _ be—ag) Z O

Die letzte Ungleichung ist richtig, da die beiden Terme in den Klammern entweder beide positiv
oder beide negativ sind.

O

Nun die Formulierung der Muirhead Ungleichung fiir drei Variable:
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Satz 3.3. FEs seien x,y,z positive reelle Zahlen und ai,as,as, by, bs, bs positive reelle Zahlen, die
folgende Bedingungen erfiillen:

a3 > az > az >0 by > by > b3 >0
a; > by

a1 +az > by + by
a1 +az +asz = by +by + b3

Z xalyag a3 Z Z l‘bl be zbs

sym sym

Dann gilt:

Einige Beispiele

Zx12y9z3 > lelySZB

sym sym

Zx12y12 > Zx11y825

sym sym

szaygzes > szyszs

sym sym

Beweis:
Wir wollen den Beweis fiir den Fall by > ao fithren: Es gilt dann:

Z o yaz 293 — Z 543 (:L.al yaz 4 ox%2 yal) > Z a3 (,’Eal +az—b1 ybl + mbl yal +a2—b1)

sym cyc cyc
Die letzte Ungleichung folgt aus dem Fall fiir zwei Variablen, da
ay > by, ay > ay +az — by und ar+az — by +by =a1 +a

ist. Es folgt weiter:

§ Za3($a1+a2_b1yb1 +xb1ya1+a2—b1) _ E xbl(ya1+a2_blza3 +ya32a1+a2—b1)

cyc cyc

> Z xln (ybz st + ybs sz) — Z xbl ybz st.

cyc sym

Die letzte Ungleichung folgt wieder aus dem Fall fiir zwei Variablen, da
a1+ az — b1 > as, ay +az —by > by > b3 und a; +az — by + a3z = by + b3

ist. Damit ist die Ungleichung fiir den Fall b; > as bewiesen. Analog beweist man den zweiten Fall
b1 < ag. Gleichheit gilt fiir x =y = z.

O
Beispiel 3.3.1. (Iran 1996) Es seien x,y,z positive reelle Zahlen. Beweise:

1 1 1 9
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Loésung: Die Gleichung ist dquivalent zu
4 Z oy + Z ztyz 4+ 622y 2% — Z zty? —6 Z 3y — 2 Z 23y%z > 0.
sym sym sym sym sym
Wenn man nun gegeeignet zusammenfasst erhélt man
(Z oy — Z :r4y2) + 3(2 x5y — Z x3y3) + 2xyz <3xyz + Zx?’ - Z x2y) >0,
sym sym sym sym cyc sym
und die Ungleichung ist mit Muirhead und Schur bewiesen.

O

Der Rechenaufwand bei dieser Methode ist oft enorm, daher wird man sie nur dann anwenden,
wenn einem wirklich keine elegantere Losung einfillt. Analoges gilt auch fiir die ndchste Moglichkeit
symmetrische Ungleichungen anzugehen:

3.4 Elementarsymmetrische Polynome

Symmetrische Ungleichungen kann man manchmal auch folgendermaflen 16sen: Man formt die Un-
gleichung so um, dass nur symmetrische Polynome in der Ungleichung auftreten. Diese Polynome
kann man dann nach Gauss als Polynome in den ensprechenden elementarsymmetrischen Polyno-
men darstellen. Diese so neu entstehende Ungleichung 148t sich dann oft recht einfach beweisen.

Beispiel 3.4.1. FEs seien x,y,z positive reelle Zahlen.Zeige:

\3/(x+y)(y+z)(z+w) >\/xy+yz+za:
8 - 3

Losung: Die Ungleichung ist symmetrisch und wir erhalten:

((:E+y)(y;tz)(z+x))2 > (:ﬂy+y32+2:v>3

Jetzt stehen links und rechts vom Ungleichheitszeichen symmetrische Polynome, die wir durch
Polynome in den elementarsymmetrischen Funktionen von x,y,z darstellen kénnen. Die elementar-
symmetrischen Funktionen in x,y,z sind: p=x4+y + 2,9 = 2y + yz + zx,r = xyz

Es gilt:(z+y)(y+2)(z+2z) = (x+y+2)(xy +yz + zx) — xyz = pg —r Wir kénnen die Ungleichung
nun so anschreiben:

Pl > (D3,

8 3

es gilt:
pqg—9r >0 da: (x +y+2)(ry +yz + zx) > Jzyz (zweimal : AM > GM)

Setzen wir r < BL in obige Ungleichung ein so geniigt zu zeigen:

9
_Pa. 2 3
(pq 8 i ) 2 (%) oder : p* > 3¢

Das ist aber genau die Ungleichung 1.6.
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O

Symmetrische Ungleichungen in drei Variablen kann man daher immer iiber den Umweg der elemen-
tarsymmetrischen Polynome zu 16sen versuchen. Folgende Ungleichungen sind dabei sehr niitzlich:

Beispiel 3.4.2. FEs seien x,y,z positive reelle Zahlen und p=x +y + 2,9 = xy + yz + zx,r = 2Y*2

pg—9 > 0 (3.8)

p’=3¢ > 0 (3.9)

p>—4dpg+9r > 0 (3.10)
pt—5plg 44t +6pr > 0 (3.11)
p° = 27 (3.12)

¢ > 3pr (3.13)

Losung: Wir wollen die dritte Ungleichung beweisen: Die Ungleichung ist symmetrisch, daher
konnen wir 0.B.d.A. annehmen: x > y > z.

PP —Apg+9=(z+y+2)° —4x+y+2)(ay+yz+23) + 9zyz =
=(x+y+2) (2 +y*+ 2% — 20y — 202 — 2y2) + Y2yz =
_.3_ .2 2 3_ .2 2 3.2 2 _
=2 —zYy—xz+aYyz +y  —yr—yz+ayz+z2° — 2y —2°r +axyz =
=z(@—y)z—2)+yly—2)y—z)+z2(z-2)(z—y) =0

Daher ist die Ungleichung quivalent zur Ungleichung von Schur und damit bewiesen. Gleichheit gilt
firx=y =z

O
Beispiel 3.4.3. (Rumdnien 2004): Es seien x,y,z positive reelle Zahlen. Beweise:

1 1 1 9
>
:EQ—Q—:Ey—l—yQ—i—y?—i—yz—l—z2 +22+zx+x2 T (x4y+2)?

Losung: Durch Ausmultiplizieren erhilt man:

(z+y+2)° (D (22 + oy + 122 + yz + %)) 2 902 + 3y + y2)(u° +yz + 22 (2 + 22 +27)

cyc

Setzt man p=x+y+2,9q = zy+yz+ zx und r = zyz so erhilt man mit Hilfe eines unbestimmten
Ansatzes

(p* = 3p°q+3¢*)p* 2 9(0°¢* — p°r — ¢*),
also
p° —3p'q — 6p*¢® + 9p°r + 9¢° > 0,
und schlie3lich:
p*(p* — 4pg + 9r) + q(p* — 6p°q + 9¢°) > 0.

Die letzte Ungleichung ist richtig, da jeder Term auf der linken Seite nicht negativ ist:
P> —4pg +9r > 0 (vgl. 3.4.2) und (p* — 6p*q + 9¢%) = (p> —3¢)*> >0

Gleichheit gilt fir x =y = 2.
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Substitutionen

Viele Ungleichungen lassen sich durch eine geeignete Substitution vereinfachen. Das erfordert oft
Intuition und eine gewisse Erfahrung im Umgang mit Ungleichungen. Relativ naheliegend ist noch
folgende Substitution:

4.1 Die Ravi Substitution

Man wendet diese Substitution oft dann an, wenn die Variablen a, b, ¢ der Ungleichung Seiten eines
Dreiecks sind. Man setzt: a = y 4+ z,b = z + x und ¢ = x + y, wobei z,y, z positive reelle Zahlen
sind. Das geht, man muss nur

7b+cfa c+a—2> at+b—c

2 YT T 0 fT T

T

setzten. Mit dieser Substitution lassen sich dann viele solcher Ungleichungen vereinfachen und die
Bedingung, dass die Variablen Seiten eines Dreiecks sind fallt weg.

Beispiel 4.1.1. (IMO 1983) FEs seien a,b, ¢ die Seiten eines Dreiecks. Beweise:
a®b(a —b) + b?c(b —¢) + *a(c —a) > 0

Lésung: Wirsetzena=y+z2,b=z+2x,c=x+y mit z,y,z >0
Die Ungleichung schreibt sich dann so:

3z + y3x + z3y > x2yz + :I:y2z + :vyzQ

Damit erhalten wir
2?2 2
—F+—+—2z+y+z
Y z T

und diese Ungleichung 148t sich unmittelbar mit Cauchy-Schwarz zeigen:

x2 y2 2
(y+z+x)(—+—+—) > (z+y+2)°
Y Z T

Auch die Ungleichung 3.6 148t sich mit dieser Substitution leicht l6sen.

18
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4.2 Trigonometrische Substitutionen

Hier empfehlen sich oft wegen 1 + tan? ¢ = ﬁ die Substitutionen x = tan«a, y = tan § usw.mit
a,B,...€(0,%)

Beispiel 4.2.1. (Korea 1998) Es seien x,y, z positive reelle Zahlen mit

x+y+2z = zyz. Beweise:
1 1 1

+ +
Vi+a?  J1+y2 VI+22

Loésung: Wir setzen x = tana, y = tan 8, z = tan-y mit
a, 3,7 € (0, %) Die Ungleichung schreibt sich dann so:

<

o w

N w

cosa + cos 3+ cosy <

Was wird aus der Nebenbedingung « +y + 2z = zyz 7
Wir haben:

tan a + tan 3 r+y
= = —z = —tan~y = tan(m — )

t = = =
an(a + f) 1—tanatang 1—xy

und da a4+ 8,7 — v € (0,7) liegen gilt: a« + f = 7 — v also a + § + v = w. Wir haben daher nur
noch zu zeigen: In einem spitzwinkeligen Dreieck ABC gilt:

3
cosa + cos f 4 cosy < 3 (4.1)
Die Funktion cosx ist konkav auf dem Intervall (0, 7). Mit Hilfe der Jensen-Ungleichung (vgl.

Kapitel 6) erhalten wir:

1 1 1
gcosa+§cosﬁ+ gcosygcos%m

und daraus folgt unmittelbar die Behauptung.

Die Ungleichung 4.1 gilt nicht nur im spitzwinkligen Dreieck sondern in jedem Dreieck:

Beispiel 4.2.2. In jedem Dreieck ABC mit den Winkeln «, 3,y gilt:

cosa + cos 4 cosy <

N W

Losung: Sei BC = a, CA = b, AB = C. Mit dem Cosinussatz erhalten wir

b2—|—02—a2+02+a2—b2+a2+b2—c
2bc 2ca 2ab

2
<3
-2
also
a(d® + ¢ — a®) + b(c? + a® — b?) + c(a® + b* — *) < 3abe,

und durch Umformung
(b+c—a)lc+a—>b)a+b—c) < abe

Diese Ungleichung wurde aber schon bewiesen (vgl. 3.6)
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4.3 Algebraische Substitutionen

Algebraische Substitutionen kénnen eine Ungleichung wesentlich vereinfachen und unmittelbar einer
Losung zufiithren.

Beispiel 4.3.1. FEs seien x,y,z positive reelle Zahlen. Beweise:

T 9
Z(ery)(erz) = dx+y+2)

cyc

Lésung:  Wir substituieren a = x+y, b = y+z und ¢ = z+x. Wir diirfen dann a,b,c als Seiten
eines Dreiecks auffassen. Die Ungleichung schreibt sich dann so:

a+c—b 9
> <
2ac 2(a+b+c)

cyc

Multipliziert man die Ungleichung mit a+b+c und formt um, so erhélt man:

2 2 312
ZCL +c b <§

2ac -2
cyc

Da a,b,c Seiten eines Dreiecks sind, kann man diese Ungleichung auch so anschreiben:
3
cosa + cos 4 cosy < 3

Diese Ungleichung wurde aber schon bewiesen (vgl. 4.2.2).

O
Wir betrachten im folgenden zwei IMO Beispiele:
Beispiel 4.3.2. (IMO 1995) Es seien a,b,c positive reelle Zahlen mit abc = 1.
1 n 1 n 1 S 3
ad(b+c) ba+ec) Ala+d) 2
Losung: Wir substituieren a = %,b =1 und ¢ = % Es gilt dann: xyz = 1 und mit dieser
Substitution erhélt man folgende Ungleichung:
z2 y? z2 3
+ + > =
y+z z+4+x x4y 2
Mit Hilfe von Cauchy erhalten wir
2 y? 2

[y +2) + (z +2) + (@ + )] (—

+ + > (z+y+2)°
Y+ z z4+x x—f—y)_( 4 )

und mit Hilfe der AM-GM Ungleichung folgt die Behauptung
2 2 2 1
T n y n T >x+y+z>3(:cyz)3:§.
y+z2z z4+zxz x4y 2 - 2 2
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Beispiel 4.3.3. (IMO 2000) Es seien a,b,c positive reelle Zahlen mit abc = 1. Beweise:

(a—l—l—%)(b—l—f—%)(c—l—ké)gl

" . . - . oy . - S o
Lésung: Wir substituieren a = %, b= % c= Z mit x,y,z positive reelle Zahlen (z.B.: z = 1,y =

1 2= 1), Die Ungleichung lifit sich dann so anschreiben:
z z.y T,z Yy
T s HE a4 HE i+ <
(y +‘y)(z + 2 +2)

Multipliziert man mit dem gemeinsamen Nenner, so erhélt man:
wyz2y+z-—z)z+z—y)lz+y—2)
Das ist die Ungleichung von Schur (vgl. 3.6)

O

Beispiel 4.3.4. (Rumdnien 1999) Es seien x1,Za,..., T, positive reelle Zahlen mit xyxo...x, =
1.Beweise: ) . 1

+ + ...+ <1
n—1+xz1 n—1+4+x9 n—14+x,

Losung: Wir substituieren:a; = /1, az = /22, ...,an = YT,
und es gilt:a1as...a, =1
n—1

n—1l+zp,=n—14a=n—-1+ Uk

a1a2...0—10k+1...0n,
Mit Hilfe der AM-GM Ungleichung erhélt man:

an—l (n _ 1)an—1
k k _
2 n—1+ n—1 -

n—1+ n—1 n—1 n—1
a1a2...0—10k+41---Gp, aq + .. Fa,_;+ Ay +...+an

(n—1(a? a7 . +arh)
al Tttt a4 an

Daher gilt:

-1 -1 -1 —
1 a4 tap a e +ap!

n—1+xzx = (n—1)(a} " +ab '+ Fant)

Summiert man nun iiber k so erhilt man:

" 1
> s
kzln—l—i—xk
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Homogene Ungleichungen

5.1 Normieren von homogenen Ungleichungen.
Eine Ungleichung P(x1, 2, - ,x,) > 0 heifit homogen in den Variablen
T1,To, - , Ty, wenn fiir ein beliebiges t € R gilt:

P(txy,txs, - txy) =t P(r1, 20+ ,Tp)

mit einem bestimmten r € R.
Die offensichtliche Freiheit bei der Wahl der Variablen t 148t sich nun so ausniitzen, dass wir genau
eine zusétzliche Bedingung stellen kénnen, wir kénnen die Ungleichung normieren:

e Einer Variablen wird ein bestimmeter Wert ungleich Null zugewiesen, wodurch die Anzahl
der Variablen sofort um eins erniedrigt wird (z.B.x; = 1)

e Der Summe, dem Produkt oder einer sonstigen homogenen Grofie wird ein fester Wert zuge-
wiesen: z.B.: x1 + 2o +---+x, =1oder z1 - 29 -2, =1

Die dadurch entstehende normierte Ungleichung ist dann natiirlich nicht mehr homogen.

Beispiel 5.1.1. FEs seien a,b positive reelle Zahlen. Beweise:
T VEH \F
Lésung: Diese Ungleichung ist homogen, denn es gilt:
ta-;tb_\/tz— (Vta — Vtb)? (a+b \/a—_(\f—\/g)2>
/ fa [t a b
ta \/% + \/;
Wir kénnen daher 0.B.d.A. b = 1 wihlen und wir substituieren a = 22. Wir erhalten:
2 1 -1 2 -1 2 -1 2
x° + —x>($ ) oder (-1 z(@x-1) >0

B 2 241 =

x

Dies ist dquivalent zu

was offensichtlich richtig ist.

22



KAPITEL 5. HOMOGENE UNGLEICHUNGEN 23

Beispiel 5.1.2. FEs seien a, b, ¢ positive relle Zahlen. Beweise:

(1+5) (42 (14 5) 220+ )

Losung: Diese Ungleichung ist homogen und wir normieren mit abc = 1. Damit vereinfacht sich
die ganze Ungleichung wesentlich. Wir erhalten:

a’b + b%c + *a + b2a + b + a’c > 2(a+b+c)
Nach AM-GM gilt
ab +bc+ ca > 3, und daher (ab+bc+ca)(a+b+c)>3(a+b+c).

Daraus folgt:
a’b+b*c+ Fa+bla+c*b+a*c>3(a+b+c) -3

Da a+ b+ c > 3 gilt,ergibt sich
a’b 4 b’c+ Pa+b%a+ b+ a’c>2(a+b+c)

und die Ungleichung ist bewiesen. Gleichheit fiir gilt fiir a = b = c.

Beispiel 5.1.3. (USA 2003) Es seien x,y,z positive reelle Zahlen. Beweise:

2z +y+ 2)? 2y + 2z +2)? (22 + 2 +y)?
2024+ (y+2)2 2024+ (z+2)? 222+ (z+y)? —

Losung: Die Ungleichung ist homogen. Wir setzen x+y+z = 3. Es gilt:

(e+y+2)?  (x+3)? _(1)9524—6304—9_

202 4+ (y+2)2 202+ (3—2)2 \3/a22-20x+3

1(1 8z + 6 )31(1 8x+6):§ 4z
2+ (z—1)2) =3 2

"3

3 * 3
Analoge Abschétzungen leitet man fiir die beiden anderen Summanden der linken Seite her und wir

erhalten:

2r+y+2)?  Qytz+a)?  (2z+z+y)?
202 4+ (y+2)? 224+ (z+2)2 222+ (z+y)?

-3 3 3 3 3 3

5.2 Homogenisieren von Ungleichungen

Viele Ungleichungen haben Nebenbedingungen wie abc = 1 oder a + b 4+ ¢ = 1. Oft kann eine
nicht homogene symmetrische Ungleichung mit Nebenbedingung in eine homogene Ungleichung
transformiert werden.

Beispiel 5.2.1. (Bundeswettbewerb 1984) Es seien u, v, w nicht negative reelle Zahlen mit u+ v +

w = 1. Beweise:
V12uvw + u? + v +w? < 1.
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Lésung: Die Ungleichung ist symmetrisch aber nicht homogen. Wir homogenisieren sie:

V12uvw(u + v+ w) + u? + v+ w? < (u+ v +w)?

Es folgt

V3uww(u 4+ v+ w) < (uw + vw + wu)?,

und durch Ausquadrieren:

2,2 | 22,2
+ viw
2 < 2,2 = 7,“ v
E uvw < E u v E 5
cyc cyc cyc
Die letzte Ungleichung ergibt sich aus der AM-GM Ungleichung.
O

Beispiel 5.2.2. (Grofibritannien 1999)Es seien x,y,z positive reelle Zahlen mit x+y+z =1. Beweise:
T(xy +yz + zx) < 2+ Yzyz
Losung: Diese Ungleichung ist symmetrisch aber nicht homogen. Wir Homogenisieren sie:
T(xy +yz+2z)(x+y+2) <2(x +y+ 2)° + 9ryz

Durch Ausmultiplizieren erhilt man:

7(2 =2y + xy® + xyz) < 9xyz + Z (2:153 + 622y + 621> + dayz)
cyc cyc
Das ist dquivalent zu:
2 2 3 _

Die letzte Ungleichung ergibt sich aus der gewichteten AM -GM Ungleichung.
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Jensen Ungleichung

6.1 Konvexe Funktionen

Definition: Eine Funktion f heifit konvex im Intervall [a, b],wenn fiir alle 1,z € [a, ] und fiir alle
t € [0,1]gilt:

tf () + (1= )f(e2) > f(ta1 + (1= t)z2) )

Eine Funktion heifit streng konvex, wenn Gleichheit nur fiir ¢ = 0 oder ¢t = 1 eintritt.

[

] X X2

Abbildung 6.1: Konvexe Funktion

Graphisch bedeutet das folgendes: Wahlt man zwei Punkte X; und X5 am Graphen von f, so ist
f genau dann konvex, wenn die Sehne die diese beiden Punkte verbindet, oberhalb des Graphen
liegt. Wir zeigen die Ubereinstimmung dieser graphischen Interpretation von konvex mit obiger
Definition:

Es seien Xq(z1, f(x1)), Xa(x2, f(z2))zwei Punkte am Graphen der konvexen Funktion f mit a <
x1 < 29 < bund X(z, f(x)) ein beliebiger Punkt am Graphen von f mit z; < & < z5. Y (2,y) sei

25
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der entsprechende Punkt auf der Sehne X; X5 Wir miissen zeigen, dass y > f(z) gilt. Wir setzen
t = 2= dann gilt t € [0,1] und x = tx; + (1 — t)x2. Weiters gilt

T2—T1

po XYV flza) —y
X1Xy  flxa) — f(21)’

und daher ist y = ¢tf(z1) + (1 — ¢) f(x2). Und es gilt nun:

y > f(z) = tf(z) + (1 —t)f(x2) > f(m1 r(1- t)z2)>

Eine Funktion heifft konkav, wenn — f konvex ist.
Beispiele fiir konvexe Funktonen:

z? z*"(n € N), r*"(n e N),z > 0), e’, W(neN),x>0),

ﬁ(n eN),z #0)

Beispiele fiir konkave Funktionen:
Vo (z>0), Inz (x> 0), cosw (x E]O,g[)
Es gilt folgender Satz:

Satz 6.1. Eine im Intervall [a,b] zweimal differenzierbare Funktion fist genau dann (streng) konvex
im Intervall [a,b] wenn f"(x) >0 (f"(x) > 0) fir alle x € [a,b] gilt.

Auf den Beweis sei hier nicht eingegangen.
Daraus folgt unmittelbar:

Satz 6.2. Die Summe zweier im Intervall [a,b] konvezer Funktionen ist wieder eine im Intervall
[a.b] konveze Funktion.

Beispiel 6.1.1. Es sei f eine im Intervall [a,b] konvexe Funktion und
x; € [a,b](i=1,2, -+ ,2n+ 1) reelle Zahlen mit 1 < 29 < -+ < Tap41. Beweise:

flx1) = f(wo) + f(w3) — - — flwan) + f(Tong1) = f(w1 — 22 + 23 — -+ — T2y + Tong1)

Losung: Wir fithren den Beweis mit vollstdndiger Induktion:
Fr n =1 haben wir zu zeigen:

f(z1) = fa2) + f(z3) = flzr — 22 + 23)
Da x1 < x3 < @3 gibt es ein t € [0, 1] mit zo = tz1 + (1 — t)z3 Da f konvex ist gilt:
tf(@1) + (1 =1) f(zs) = flx2).

Es gilt
X1 — X2 -|—(E3 =1 — (tIl =+ (]. — t)xg) -|—(E3 = (1 — t)l’l +tl’3,

und da f konvex ist ergibt sich

(I—=t)f(x1) +tf(x3) > flxr — 22 + x3).
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Addiert man nun die beiden erhaltenen Ungleichungen so ergibt sich

f@1) + fas) = f(@r — 22+ 23) + f(22),
also:
f(@1) = f(z2) + f(x3) = f(21 — 22 + 73),
und der Induktionsanfang ist gezeigt. Der Induktionsschluss ist jetzt einfach:
f(@1) = f(z2) + f(x3) =+ fzant1) — f(zant2) + fz2n4s) =
flxy — 2o + 23 — -+ Tony1) — [(w2ny2) + [(T2n43) >
f(xy — 20 + 23 — -+ — Tany1 + Topys)

O

Wenn f konkav ist muss man im Beispiel 6.1.1 das Ungleichheitszeichen umdrehen. Damit ergibt
sich, da f(x) = {/x eine konkave Funktion im Intervall [0, +o0] ist, sofort folgende Ungleichung:

Beispiel 6.1.2. Es seien x;, (i = 1,2,--- ,2n+ 1) nicht negative reelle Zahlen mit x1 < x9 < -+ <
Ton+1, dann gilt:

Vry— Yxo+ - — YTon + YTopg1 < Vfl — T2+ — Top + Tont1-

Auf noch etwas Wesentliches sei hier hingewiesen:

Ist f eine im Intervall [a,b] konvexe Funktion, so nimmt diese Funktion im Intervall [a,b] das Maxi-
mum in einem der Endpunkte des Intervalls an, d.h. es gilt:

max{f(a), f(b)} > f(x), firalle z € [a, b

Im Kapitel 8.3 wird auf diesen Sachverhalt noch ndhereingegeangen.

6.2 Jensen Ungleichung

Satz 6.3. Fir eine im Intervall [a,b] konvexe Funktion f und fir ty,te, -+ ,t, € [0, 1] mit t; +to+
ety =1 gilt

tif(zr) +taf(ze) + - +tnf(xn) > flt1z1 + toza + - - + tpzn),

wobei alle x; € [a,b],i=1,2,--- ,n. Wenn f konkav ist muss man das Ungleichheitszeichen umdre-
hen:
tlf($1) aF t2f(.'172) qF e o qF tnf(xn) < f(t1$1 + toxg + - + tn.'lin).

Gleichheit gilt genau dann, wenn x1 = g =« -+ = Ty,.

Die Jensen Ungleichung besagt, dass der Funktionswert einer konvexen Funktion an einer konvexen
Kombination von ”Stiitzstellen” stets kleiner oder gleich der entsprechenden Kombination von den
Funktionswerten der Stiitzstellen ist.

Beweis: Wir fithren den Beweis mit vollstdndiger Induktion:

n=2:

t1f(x1) +taf(x2) > f(t121 + taxs) Definition konvexer Funktionen (¢; + t2 = 1).

n=3:
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tlf($1)+t2f($2)) >

t1f(x1)+ta f(2o)+taf(w3) = tsf($3)+(t1+t2)( bt hth

1121 lo%2
t1+1ts t1+ 1o
Ganz analog geht jetzt der Induktionsschluss:

tsf($3)+(t1+t2)f< ) > f(tizy+taxattzrs)

tof(xy)+tof(x2)+ - Atn f(an) =

tif(z1)  taf(zo) tn—1f(Tn-1)
1— cegpinzl/ 1)
tnf () +( t")(1ftn+17t,fr A )_
t1xy toxa tn—1f(Tn-1)
_ >
(@) H (1t f (o )
ftiz1+tomet - +tpzy)
O
Wichtiger Sonderfall:
Setzt man t; =ty = --- = t,, so erhilt man:
f($1)+f(1'2)+"'+f($n)>f<331+3?2+"'+1'n) (61)
n = n ’ ’

Wir zeigen mit Jensen eine Verallgemeinerung der Nesbitt - Ungleichung:

Beispiel 6.2.1. Es scien a,b,c positive reelle Zahlen und n € N),n > 1. Beweise:

a” b" " S (2)”*2(a—|—b+c)”*1

b+c+c+a+a+b_ 3 2

Losung: Die Ungleichung ist homogen, wir konnen sie mit a+b+4c = 1 normieren. Es gilt dann
0 < a,b,c < 1 und die Ungleichung schreibt sich so:
n bn

n n c" S 1
l—-a 1-b 1—¢c— 2.-372

Die Funktion f(z) = % ist im Intervall ]0,1] konvex, denn es gilt

(n — 1) (na"2 + na™ — 22™) + 2na" !
f//(m) = (1 — a;‘)3 > 0,

fiir alle « €]0,1[ und n > 1. Nach 6.1 folgt daher

f(a) + f(b) + f(c) S f(a+b+c>’

3 - 3
also
a+b+tc " 1
1<a”+b”+cn)> 3 3w 1
3 1—a 1-b 1—c¢ _1_<a+b+c>7%72'3n_1.
3

Daraus folgt die Behauptung.
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Beispiel 6.2.2. Bestimme die kleinste reelle Zahl C, so dass fiir alle positiven reellen Zahlen a,b,c,d
mita+b+c+d=1 gilt:

Via+1+vVob+1+vVoc+1+vVhd+1<C

Losung: Die Funktion f(z) = /z ist konkav in [0, +00[. Daher gilt mit Jensen:

1 b d 3
4-(\/5a+1+\/5b+1+\/5c+1+\/5d+1)S\/5-a+1—c+—|—1:2

DaheristC§6undmita:b:c:d:ifolgtCzG.

6.3 Beweis der Mittelungleichungen

Zunéchst noch einmal die Definition des ” a-Mittels ”und die allgemeinen Mittelungleichung:
Definition: Es seien n € N) und 1,22, ..., x, € RT. Das”a-Mittel” von x1,za, ..., x, sei fir a €

R\ {0}

— (:U‘% +a§ + ... +x,‘§)i
n
und fiir « =0
mo = (21 Ta -+ ap)*
my ist das arithmetische -Mittel, my das geometrische Mittel, m_; ist das harmonische Mittel und
mo das quadratische Mittel.
Die allgemeine Mittelungleichung lautet nun:

Satz 6.4. Es seien n € N) und x1, %2, ..., , € RT. Das a-Mittel von x1,xs, ..., T, sei wie in obiger
Definition angegeben. Dann gilt fir o < f3

min{x;} < mqy < mg < maz;{x;}
mit Gleichheit genau fiir t1 = x9 = --- = xy,

Beweis: Wir zerlegen den Beweis in mehrere Schritte:
A) Es sei 0 < a < 8. Die Funktion f(x) = «P ist fiir p > 1 und = > 0 konvex. Also gilt mit Jensen:

ik e R T (x1+m2+~-~+xn)P

n n

Wir setzen nun z; = y(y; > 0) und wir haben:

il e ol (y?+y§‘+-~-+y%)1’
n B n
Setzt man nun p = g mit 5 > « (p > 1!), so erhilt man
B B ... &) a [ I o
Vi Yy + +yn>(y1 +ys + +yn)
n B n

8
a@

)

und daraus folgt sofort:

(mg > mgy,)

(yf+y§+~~+y5>é - (yf‘+y§‘+-~+yif)%
n - n
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B) Es sei @ < # < 0 Wir betrachten wieder die Funktion f(z) = 2P. Sie ist fiir p > 1 und > 0
konvex und es gilt wieder mit Jensen:

s T s (:ﬂ1+:r2+~~+xn)P

n n

Wir setzen nun z; = yfa (y; > 0) und wir haben:

R AR R (yf+y§+~-~+yﬁ>”

n n

Setzt man nun p = g mit 5 > « (p > 1!), so erhilt man

v s et (yf+y§+-~-+yff)??
n - n ’

und daraus folgt ((...)> mit a < 0):

(y?+y§*+"-+yﬁ>i<(yf+y§+--~+yﬁ); (

Ma < Mg).
n n * ﬁ)

C)Es sei 0 < . Die Funktion f(x) = Inz ist auf RT konkav. Es gilt daher:

Inz¢+Inz§ +---+1nzd <lnx‘1"+x§‘+--~+x%

n n

also N N N
E R I

In(z$ - z§ - 2%)n <In =L 2 L

1 2 n = n ’

und daher (Inz ist eine streng monoton wachsende Funktion):

1
x?+x§—|—~--+x%)a

1
(ml.x2...xn)n§< p

(mo < Ma)

Ist a < 0 so folgt ganz analog: m, < mg

D) Wir zeigen noch: min;{x;} < mq 0.B.d.A. sei 1 < 29 < -+ < z, und o < 0: Die Funktion
f(xz) = x* ist auf RT streng monoton fallend. Es gilt daher fiir alle i = 1,2,--- n: ¢ > z®und somit:

1

¢+ xS+ -+ oo
1 2 ”) = nzl >+ + - +ah

n

T Sma@xlg(

Analog zeigt man: m, < maz;{z;}.
Da nach der Jensen Ungleichung Gleichheit nur fiir x1 = o = - - - = x,, gilt, tritt bei den Mittelun-
gleichungen ebenfalls Gleichheit nur in diesem Fall ein und damit ist alles bewiesen.

O



Kapitel 7

Umordnungs- und Tschebyschew
Ungleichung

7.1 Umordnungsungleichung
Satz 7.1. FEs seien x1,T2,  , Ty und Y1,Ys,- - -Yn 2wei Folgen reeller Zahlen. Die Summe
S=z1y1 + 292+ + Tnyn

ist mazimal, wenn die beiden Folgen gleichgeordnet sind (z.B.: x1 < o < -+ <z, und y1 < yo <
-+ < ypn ) und minimal, wenn sie entgegengesetzt geordnet sind.

Beweis: Es sei {¢;} eine Permutation von {y;} Wir betrachten die Siummen
Si=zic14+ -+ xpc+ -+ Tscs + -+ X0,
So =x101 + -+ XpCs+ -+ X5+ F Tpcy
die sich nur in dem r-ten und s-ten Summanden unterscheiden. Es gilt:
S1 — So = xrep — xTpCs + T — x5 = (T — x4 )(C5 — 1)

und somit
S1 > 8y <= ¢, > ¢, bzw. S1 < 8y <= ¢, < e,

Daher wird die Summe S; stets grofer(kleiner) wenn man das Element y; mit kleinstem i, welches
nicht an der ¢ ten ((n 4+ 1 — ¢) ten) Stelle steht, mit dem jeweiligen ¢; austauscht. Das Maximum
(Minimum) ist erreicht, wenn beide Folgen gleichgeordnet (entgegengesetzt geordnet) sind.

O

Folgerung: Es seien 1 <29 < -+ <z, und y; <y < --- <y, zwei gleichgeordnete Folgen reeller
Zahlen und {a;} eine Permutation von{y;}, dann gilt:

n n n
Zl‘iynﬂﬂ‘ < Zfﬂiaz‘ < Z-Tiyi (7.1)
i=1 i=1 i=1

Beispiel 7.1.1. FEs seien a,b,c,d nicht negative reelle Zahlen. Man zeige:

a® + b+ A+ d® > a?b+ b2c + Ad + d2a.

31
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Losung: EsseizB.:a>b>c>d>0. Dann ist a®> > b% > ¢ > d? > 0 und diese Ungleichung
ergibt sich sofort aus der Umordnungsungleichung. Analoges gilt fiir jede andere Anordnung dieser
vier reellen Zahlen.

O

Beispiel 7.1.2. (IMO 1978) Es seien ay,asa,- -+ ,a, positive ganze Zahlen. Beweise, dass fiir alle
ne€ N,n>1 gilt:

n n

1
SR o
k2 k
k=1 k=1
Losung: Es sei {¢;} jene Permutation von {a;} fiir die gilt: ¢; < ¢3 < -+ < ¢, (Ich ordne die a;

beginnend mit der kleinsten Zahl der Grofie nach). Dann gilt wegen der Umordnungsungleichung

" a " c
E LIS k

k2 — 2
k=1 k=1

und da ¢ > k ist, folgt die Behauptung:

n
k=1

|

Cr.
2

T =

n k’ n
z;ﬁzz

k=1

o

Beispiel 7.1.3. FEs seien a,b, ¢ positive reelle Zahlen. Beweise:

at+c b+a c+b<b c a

a+b b+c c¢c+a " c a b

Losung: Wir setzen a + b+ ¢ = s. Die Ungleichung schreibt sich dann so:

S(=-0)s0

cyc

Es gilt nun:
s=b b _s(c—b) sc sb

s—c ¢ cs—c) c(s—c) c(s—c)
und wir kénnen die Ungleichung so anschreiben:

c a b b c a

c(s—c)Jra(s—a)er(s—b) _c(s—c)+a(s—a)+b(s—b)

Die Ungleichung ist nicht symmetrisch (man darf nicht 0.B.d.A. a > b > ¢ > 0. annehmen!), es
geniigt aber folgende beiden Fille zu betrachten:

(1) a>b>e¢>0und (2) a>c>b>0.
Fall 1: Es gilt
1 < 1
a(s—a) ~ b(s—10)

S b(s—b)<a(s—a)< (a—b)c>0,

und daher
1 1

a(s —a) = b(s—b)’
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da a > b. Also gilt:
1 < 1 < 1
a(s—a) ~ b(s—b) ~ c(s—¢)

und a>b>c¢c>0,

und wegen der Umordnungsungleichung (vgl. Folgerung 7.1) ist die Ungleichung bewiesen.
Analog behandelt man den Fall 2: a > ¢ > b > 0.

7.2 Tschebyschew-Ungleichung

Satz 7.2. Sind (a1, a2, -+ ,an) und (by,ba,- - ,b,) zwei gleichgeordnete Folgen reeller Zahlen (beide
monoton wachsend oder beide monoton fallend), dann gilt:

éaibi > %(Zn: ai) (é bi)

i=1

Sind (a1, a9, ,a,) und (by,ba, - ,b,) zwei entgegengesetzt geordnete Folgen reeller Zahlen, dann

qgilt:
n 1 n n
> aib; < E(Z ai) » bi)
i=1 =1 i1

1=

Gleichheit gilt in beiden Fdllen genau dann, wenn eine der beiden Folgen konstant ist.

Beweis: Es seien (a1, a2, - ,a,) und (b1, ba,- - ,b,) zwei gleichgeordnete Folgen. Dann gilt nach
der Umordnungsungleichung:

aiby + agby + -+ + anby, = ar1by + agby + -+ + anby

a1by + agbs + -+ - + apb, = a1bs + asbs + - - + anby
a1by 4+ agba + -+ + apby, = arbs + azbs + - - + apbs
aiby + asbs + - -+ apb, = a1bs + asbs + - - - + a,bs
arby 4 agbs + -+ + apby, = a1b, + axby + -+ apby_y
Durch Addition erhalt man:

n(a1by + agbs + -+ apby) > (a1 +ag + -+ an)(by +ba+ -+ by)

Das ist genau die erste Ungleichung in 7.2.
Gleichheit gilt genau dann, wenn keine Vertauschung der b; eine Verdnderung bewirkt, und das ist

genau dann der Fall, wenn eine der beiden Folgen konstant ist. Analog beweist man den zweiten
Teil des Satzes.

O
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Es sei hier noch ein zweiter Beweis angefhrt:

Beweis: Es seien die Folgen (a,,) und (b,) gleichgeordnet. Dann gilt:

En:aibi > %(zn:al) (En: bi) <— niaibi— (zn:ai) (En: bi) >0« (n—1) zn:aibi—Zaibj >0
i=1 1 i=1 1 i=1 i=1

= i=1 i= = = i#]

<~ Zaz(bz — bj >0 <= 2Zal(bl — bj) = Z(al — G,j)(bi — bj) > 0.
i#] i#] i#]
Die letzte Ungleichung ist richtig, da die Folgen (a,,) und (b,) gleichgeordnet sind. Gleichheit gilt,
wenn alle Summanden gleich 0 sind, also wenn mindestens eine der beiden Folgen konstant ist.
Sind die Folgen (a,) und (b, ) entgegengesetzt geordnet, gilt dieselbe Argumentation mit umgekehrt
orientiertem Ungleichheitszeichen.

O

Beispiel 7.2.1. FEs seien x1,%a,- -+ , &, positive reelle Zahlen (n > 2) mit x1 + 29 + -+, = 1.
Beweise:
i n To n n Tn N V/T1 /T2 + Ty
Vi—z7 1—x9 V1—z, — vn—1

Losung: Die Ungleichung ist symmetrisch, daher kénnen wir 0.B.d.A. annehmen: 21 < xo < -+ <
Zy. Dann gilt auch:

1 €2 T

< << tm
VIi—xz1 T V1—129 — ~ V11—,
Nach Tschebyschew gilt daher:

n

Lt GG S )

i=1

Da die Funktion f(z) = \/1171 auf dem Intervall | — oo, 1] konvex ist, gilt mit Jensen:

_ _Vn
)_\/nfl

1 /& 1
n<;¢1—m)> w-;(zz:lwz—

Es geniigt also zu zeigen:
VILZ I T i
Die letzte Ungleichung folgt aber aus der QM-AM Ungleichung;:

1 Vet as 4+l L VI VT T
N n - n

Gleichheit gilt, wenn 1 =29 = -+ =z, =

3=



Kapitel 8

Weitere Strategien

8.1 Umformungen

Verschiedene Termumformungen (z.B.: Partialbruchzerlegungen) vereinfachen manche Ungleichun-
gen bzw. fiihren unmittelbar zum Erfolg.

Beispiel 8.1.1. (Indien 2002) Es seine a,b,c positive reelle Zahlen. Beweise:

a _c+b a+c b+a

%+§ c>c+a a+b b+ec
c

Losung: Es gilt:

b c+b blctb) c+b b c+b

a ct+a_cla=-b) ¢ a-b_ 2 (a—i—b_l)
2b

Die Ungleichung kann man daher so anschreiben:

Zci—cb(aT—Zb_l) =0

cyc

Setzt man nun

a+b b+c d c+a
= — =1y un =z
2% "o Y 2 ’

so schreibt sich die Ungleichung wie folgt:
Zl(:c—l)>0 oder ZE>21
N y Y

Y

cyc cyc cyc

Da (a+b)(b+c)(c+a) > 8abe ist (vgl.1.5), gilt zyz > 1. Die letzte Ungleichung 148t sich aber nun
durch die gewichtete AM- GM Ungleichung beweisen:

sroy iy

cyc cyc cyc cyc

35
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8.2 Abschitzungen

Zu zeigen sei die zyklische Ungleichung

ZF(:c,y,z) <C

cyc
wobei x, y, z positive reelle Zahlen sind. Gelingt es uns jetzt eine Funktion G(z,y, z) zu finden mit
F(z,y,2) < G(z,y,z) und ZG(w,y,z) =C fir alle z,y,z > 0,
cyc
so haben wir die Ungleichung bewiesen. Gilt zum Beispiel fiir eine Funktion F die Abschétzung

C C
F(x,y,2) < — =% oder F(z,y,z) > % fiir alle x,y,z > 0,
r+y+z rHy+z

dann gilt fiir die entsprechende Ungleichung:
C C
ZF(x,y,z)z 2T _C oder ZF(m,y,z)Szix:C
cyc cyc cyc cyc

Beispiel 8.2.1. (IMO Short List 1996)Fs seien x,y, z positive reelle Zahlen mit xyz = 1. Beweise:

il AT
4+yS+ry YO +254+yz P +adb+r T

Losung: Es gilt
x5 +y° > a3y? + 2y,

da
3 5 2 5 2 5 3 5
i —g y Lz ;)_ v > o3y? +2%y®  (gewichtete) AM — GM
Daher gilt
Ty Ty 1 ryYyz i

< = = = ,
2 +yi oy T et +ay 2Py+ayi+1l zylet+y+z) xtytz
und damit ist die Ungleichung bewiesen:
xy z
2 : 5 1 45 = 2 :
cycx +y +£L'y cycx+y+z
O

. . . .. . 2 . . . .
Manchmal reicht eine einfache Abschitzung wie x < £ ; L um eine Ungleichung beweisen zu konnen

(vgl. Beispiel 28, in Kapitel 10), manchmal sind sie nicht leicht zu finden:

Beispiel 8.2.2. (APMO 2005) Es seien a,b,c positive reelle Zahlen mit abc = 8. Beweise:

a? b2 c?

V(1 +a?)(1+b?) * VI +3)(1+c3) * V(I + )1+ ad)

4
> =
-3
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Lésung: Wir verwenden folgende Ungleichung fiir x > —1:
1 S 2
Vit a3~ 2422

um die linke Seite nach unten abzuschétzen. Damit ist nur mehr zu zeigen:

= 24+27>2- V1 +a3 = 2?(2-2)* >0

a? b? c?

21+ e e+ d) 2raetd)

1
> =
-3
Durch Ausmultiplizieren und mit Beriicksichtigung von abc = 8 erhélt man

2(a? + 0% + %) + a®V* + b*c? + Fa® > 72,
und mit der AM-GM Ungleichung folgt nun die Behauptung:
a?+ b2 +c2 >3 Vazh2e2 = 12

a?b? + b2 + 2a?® > 3 - Vatbict = 48.

8.3 Lineare und konvexe Funktionen

Es sei f eine lineare Funktion im Intervall [a; b]. Diese Funktion nimmt ihr Maximum bzw. Minimum
in [a;b] in den Endpunkten des Intervalls an, d.h. es gilt:

fla) < f(z) < f(b) oder f(a)> f(x) > f(b) fir alle xz € [a;d]
Diesen einfachen Sachverhalt kann man ausniitzen um Ungleichungen zu losen:

Beispiel 8.3.1. FEs seien x,y, z positive reelle Zahlen mit x,y, z € [0;1]. Beweise:

r+y+z—ayz <2

Lésung: f(z,y,2) = 2 +y+ 2z —xyz ist eine lineare Funktion in x, wenn man die beiden anderen
Variablen y und z als Konstante auffasst. Die Funktion f nimmt den maximalen Wert im Intervall
[0;1] an, wenn x gleich 0 oder 1 ist. Auf dieselbe Art und Weise schliefit man, dass y und z die Werte
0 oder 1 annehmen miissen, damit f maximal wird. Daher nimmt f genau dann ihr Maximum an,
wenn x,y,z € {0;1}. Ist nun z = y = z = 1, dann gilt f(1,1,1) = 2 und wir haben Gleichheit. Ist
mindestens eine der Variablen gleich 0, dann ist ihr Produkt 0 und die Summe der drei Variablen
ist ebenfalls hochstens 2.

d
Verallgemeinerung dieser Aufgabe:

Beispiel 8.3.2. (Rumdnien) Es seienxy,x - ,x, reelle Zahlen mit x1,xa, - ,x, € [0;1]. Beweise:

1+ a2+ F Ty —2122 Ty, <n— 1.
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Die Losung geht analog zum vorhergehenden Beispiel.

Es sei f nun eine konvexe Funktion im Intervall [a; b]. Diese Funktion nimmt ihr Maximum in [a; ]
in den Endpunkten des Intervalls an, d.h. es gilt:

f(a) > f(z) oder f(b) > f(x) fiir alle x € [a;b]
Auch hier betrachtet man die Ungleichung als konvexe Funktion nach jeder ihrer Variablen getrennt:

Beispiel 8.3.3. (Polen 2005) Es seien x,y, z relle Zahlen mit x,y, z € [0;1]. Beweise:

T Y z
+ + <2
yz+1 zxz+1 zy+1

Losung: Fiir nicht negative reelle Zahlen ist die Funktion

g9(z) o3>0

o«
S pr+1

eine konvexe Funktion. Betrachet man daher die Funktion

_ Yy z
f(x’%z)_yz—i—l_'—zx—i—l—i_xy—&—l

als Funktion in x (wenn man die beiden anderen Variablen als Konstante auffasst), dann ist die
Funktion als Summe einer linearen (homogenen)Funktion und zweier konvexer Funktionen wieder
eine konvexe Funktion. Damit f den maximalen Wert im Intervall [0;1] animmmt, muss x daher
gleich 0 oder 1 sein. Analog schliefit man fiir die anderen beiden Variablen.

Die Funktion f nimmt daher ihr Maximum an, wenn z,y, z € {0; 1}.Ist nun x=y=z = 1, dann gilt
f(,1,1) = % und die Ungleichung ist richtig. Ist eine Variable gleich 0 und die anderen beiden
gleich 1, haben wir Gleichheit. Sind zwei oder mehr Varaiable gleich 0, dann ist der Ausdruck auf

der linken Seite 1 oder 0 und die Ungleichung ist ebenfalls richtig.
O

8.4 Induktion

Gilt eine Ungleichung fiir alle natiirlichen Zahlen, so kann man den Beweis oft mit vollstdndiger
Induktion fithren.

Beispiel 8.4.1. (Rumdnien TST 1998) es seien ay,aq, - - ,a, positive ganze Zahlen mit 0 < ay <
ag < -+- < a,. Beweise:

(a1 +ag+ - +a,)* <at+as+--+ad.

Losung: Wir fiihren den Beweis mit vollsténdiger Induktion. Fiir n= 1 ist die Aussage richtig.
Die Induktionsvoraussetzung kénnen wir so anschreiben:

n n 2 n n
Zag’z(Zai) :Zaf—l—QZaiaj.
i=1 i=1 i=1 i<j

Die Induktionsbehauptung ist:
n+1 n+1 n+1

Za? > Za? +2Zaiaj
i=1 i=1

1<j
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Setzt man die Induktionsvoraussetzung ein, so hat man zu zeigen

n n n+1 n+1
2 3 2
g a; + 2 E aia; + apq > E a; +2 E a;a;,
i=1 i<j i=1 i<j
also
n
3 2
Upy1 2 Apyq + 20041 Z ag,
i=1
oder

n
2
Gpyq 2 Gng1 + QZai.
i=1

Das beweisen wir wieder durch vollsténdige Induktion: Fiir n = 1 erhélt man:
a3 > as + 2a1 <= as(az — 1) > 2a,
und diese Aussage ist richtig, da nach Voraussetzung gilt: as > a;. Die Induktionsbehauptung ist:
n+1
a721+2 Z Ap 42 + 2 Z a;
i=1
Beriicksichtigt man man die Induktionsvoraussetzung so hat man zu zeigen:
2 2
Upyo 2 Apy2 + Gpyr + 054

Das ist aber richtig, da wegen a,42 > an41 gilt:

an+2(an+2 - ]-) > an+1(an+1 + ]-)



Kapitel 9

Weitere wichtige Ungleichungen

9.1 Die Bernoulli Ungleichung

Diese Bernoulli Ungleichung kann man leicht mit vollstdndiger Induktion beweisen.
Sie 148t sich fiir reelle Werte des Exponenten verallgemeinern:

Der Beweis dieses Sachverhalts erfolgt mittels Differentialrechnung.

9.2 MacLaurin Ungleichung

40
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Die S; kann man auffassen als die ”Mittelwerte” der elemantarsymmetrischen Polynome. Die
MacLaurin Ungleichung stellt eine Verallgemeinerung der AM-GM Ungleichung dar: Das arithme-
tische und das geometrische Mittel sind die Endpunkte einer Kette von strengeren Ungleichungen.
MacLaurin Ungleichung fiir drei Variable:

331+£U32+$3 >

\/:L‘lxg + $23$3 + 321 >3 FEEs (91)

MacLaurin Ungleichung fiir vier Variable:

T+ X+ X3+ Ta > \/xlmg + 2123 + 2174 + Tox3 + T2T4 + T3Ty N
4 - 6 -

§,/$19€2$3 + 212274 + T17374 + ToT3T4

1 > JT1222324

Der Beweis dieser beiden Fille geht mit den Mittelungleichungen. Auf einen allgemeinen Beweis sei
hier nicht eingegangen.

9.3 Young Ungleichung

Satz 9.4. FEs seien x,y,p und q positive reelle Zahlen mit

1 1
__|__:1
p q
Dann gilt:
Py
Yy < — + —
p q

Gleichheit gilt fir P = y4.

Beweis: Die Ungleichung kann man mit p—;'q = p und pT"fq = ¢ auch so anschreiben:

ry <

Sind p und q von Null verschiedene natiirliche Zahlen, so ist diese Ungleichung eine gewichtete
AM-GM Ungleichung und damit bewiesen. Die Young Ungleichung kann man also als Sonderfall
der gewichteten AM-GM Ungleichung auffassen.

Es seien nun p und q positive reelle Zahlen. Wir setzen: a = 2P und b = y?. Wir miissen zeigen:

atpt <240
p q
Wir verwenden die konkave Funktion f(z) = Inz, die Bedingung % + % = 1 und die Jensen

Ungleichung und es gilt

1 1 a b

—Ina+-Inb < 1n(f + 7),

p q p q
also b

Inarba < ln<g + 7).
p q

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung, da der In z eine streng monoton wachsende Funktion ist.
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Verallgemeinerung der Ungleichung von Young:

Satz 9.5. Sei f eine monoton steigende stetige Funktion auf dem Intervall [0,c] mit f(0) = 0. Es
sei g die inverse Funktion zu f auf dem Intervall [0,f(c)]. Dann gilt fir jedes a € [0,c] und jedes
b€ [0, f(c)] die Ungleichung

a b
< [ st [ gty
0 0
Gleichheit tritt nur fir b= f(a) auf. Insbesondere gilt:

ab < af(a)+bf(b).

Beweis: Esseib < f(a) (vergleiche Abb.: 9.1) Dann ist [ f(z)dx der Inhalt der Fliche zwischen

dem Graphen von f und der x-Achse (in der Abbildung schraffiert). Entsprechend ist fob g(y)dy der
Inhalt der Fliche zwischen dem Graphen von f und der y-Achse (in der Abbildung kariert).

Abbildung 9.1: Young Ungleichung

Die Vereinigung von diesen beiden Flichen enthilt also das Rechteck mit den Seiten a und b und
damit ist die Ungleichung bewiesen.

(Der Fall b > f(a) kann analog betrachtet werden.)

Der Zusatz im Satz 9.5 ist auch unmittelbar einsichtig.

Fiir f(x) =« gilt g(y) = y. Die Young Ungleichung nimmt die Form

a b 2 2
b

abg/ acdx—i—/ ydy:a +
0 0 2
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Auch der Satz 9.4 folgt sofort aus Satz 9.5 mit f(z) = 2P~! und g(y) = y?~!. Diese beiden

Funktionen sind zueinander invers, da

1
p g

9.4 Holder Ungleichung
Satz 9.6. Es seien p und q positive reelle Zahlen mit

—as =1
P q

und T1,%2,  Tn, Y1, Y2, Yn positive reelle Zahlen. Dann gilt:

n n

7=l

=

Beweis: Zu zeigen ist also:

Tig Ty o F Ty < (@7 2G4+ D) (] Yl

Wir setzen:

3 =

X=(z7+a5+ - +ap)

und .
Y= +ys+--+yl)e

Dividiert man die Ungleichung durch XY so erhélt man:

T1Y1 +Tay2 + -+ TnYn <

XY
Setzt man firt=1,2,---n
U; = il und v; = ¥
K3 X 7 Y’

so kann man diese Ungleichung auch so anschreiben:
ULV + UV + - -+ upvy, < 1.

Klarerweise gilt:

uf +ub+-+ul =1 und of +od+--- 40

Wir verwenden nun die Young Ungleichung und es gilt:

1 1
wvy < —uf + =0
q

bS]

1 n 1
P q
Sz < (o) (X w)
1 =1

<1

Ll = pone-p-t

7 _1

n

Q=
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1 1
UpUp < Eufl + gvﬁ

Summiert man alle diese Ungleichungen auf so ergibt sich:

[t

) 1
Uv1 + UV + -+ Upvy < —( f—!—ug—‘—--~+u£)—|—5(v‘f+vg+---—|—v%).

bS]

Mit % + % =1 und 9.4 ergibt sich 9.3.



Kapitel 10
Beispiele

1. Es seien a, b, ¢, d positive reelle Zahlen. Beweise:
A+ +E+d>> (a+b+e)d
2. Es sei a eine reelle Zahl. Beweise:
4da —a* <3

3. Es seien a, b, ¢, d reelle Zahlen. Beweise, dass von den Zahlen a — b2,
b—c?,c—d? und d — a2 nicht alle grofier als isein konnen.

4. Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Beweise:

ab bec ca
—+—+——->a+b+c
c a b

5. (Estland 1997) Es seien z,y reelle Zahlen. Beweise:
22 +y? 41 >x\/m+y\/x27+1.
6. Es seien a, b positive reelle Zahlen. Beweise:
8(a* +b*) > (a+b)*

7. Es seien x,y, z positive reelle Zahlen.

2 2 2 9
+ + >
r+y y+z Z+x rT+y+z

8. Es seien x,y, z positive reelle Zahlen.

a2+ B+ A+a?

>a+b+ec
a+b b+c c+a
9. Es seien x,y, z positive reelle Zahlen.
x? y? 22 3
+ + > =
(@+y)z+z) (Y+2)y+z) (+z)(z+y) 4

45
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10. Es seien a,b, ¢, d positive reelle Zahlen mit ab + bc + cd + da = 1. Beweise:

a3 n b3 4 c? . d3 S 1
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c ™3
11. Es seien a, b, ¢, d, e positive reelle Zahlen
a n b n c n d n e o 5
b+c c+d d+e e4+a a+b 2
12. Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen mit ab + bc + ca = %
a b c 1

>
a2—bc+1+b2—ca—|—1+02—ab+1 “a+b+ec

13. Es seien z,y, z positive reelle Zahlen. Beweise:

22 +1 yr+1 N 2241 >(\/E+\/zj+\/2)2
(+y)z+z) W+2)y+a) (+a)z+y) — 222 +y? +22)

14. Es seien z,y, z reelle Zahlen mit 22 + % + 22 = 1. Beweise:
122 + 3y +42 > 13

Wann gilt Gleichheit?

15. Es seien x,y, z positive reelle Zahlen. Beweise:

4 1 4
2
Wann gilt Gleichheit?
16. Es seien z,y, z reelle Zahlen. Beweise:
2 2 2
L 3)2 <Ly E
(2+3+6 _2+3+6

Wann gilt Gleichheit?
17. Es seien a,b, ¢, d, positive reelle Zahlen. Beweise:

1 1 4 16 64.
>

b et AT arbrerd
Wann gilt Gleichheit?

18. Es seien x,y nicht negative reelle Zahlen mit x +y = 1 und n € N,n > 1. Beweise:

n n
1"<( )
(n+1)2"y < ]

Wann gilt Gleichheit?
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19. Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen mit a+b+c < 3. Man bestimme den kleinsten Wert, den

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

a+1 b+1 c+1
ala+2)  bb+2)  clc+2)

annimmt.(Gebietswettbewerb fiir Fortgeschrittene 2003)

Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen mit abc = 1. Beweise:

A+ +SE>a+b+e

Es seien a, b, c reelle Zahlen. Beweise:

@ B¢ (et
33 43 53 63

(IMO Short List 1993) Es seien a, b, ¢, d positive reelle Zahlen. Beweise:

b d 2
S I —— > 2.
b+2c+3d c¢c+2d+3a d+2a+3b a+2b+3c 3

(BMO)Es seien a, b, ¢, d, e positive reelle Zahlen. Beweise:

ORORORC RO I I

(Russland 1999) Es seien x,y positive reelle Zahlen mit 22 + y3 > 23 + y*. Beweise:

? +y <2

Es seien a, b, ¢ nicht negative reelle Zahlen mit a + b + ¢ = 3. Beweise:

a? b2 2

> 1.
b2+2+c2+2+a2+2*

(Baltic Way 2005) Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen mit abc = 1. Beweise:

a n b n c <
a24+2 242 242

1.

(JBMO 2002) Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen . Beweise:

1 n 1 n 1 . 27
bla+b) cb+c) alc+a) = 2(a+b+c)?

(JBMO 2003) Es seien x,y, z reelle Zahlen mit z,y, z > —1. Beweise:

1+ a2 1+y? 1+ 22 S5
1+y+22 14z+22 14z+4+y?2 "~

Es seien x,y, z nicht negative reelle Zahlen mit x + y + z = 1. Beweise:

2?4+ y? 4+ 2% +18xyz < 1
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30. (Canada 1999) Es seien z, y, z nicht negative reelle Zahlen mit = + y + z = 1. Beweise:

4

2 2 2
< —.
Yy +y z+zx_27

31. (IMO 1984) Es seien z,y, z nicht negative reelle Zahlen mit = + y + z = 1. Beweise:
7
0<zy+yz+2ze—2xyz < o7

32. (Irland 1997) Es seien a, b, ¢ nicht negative reelle Zahlen mit
a+ b+ ¢ > abc. Beweise:
a? 4+ b2 42 > abe

33. (Ungarn 1996) Es seien a und b positive reelle Zahlen mit a + b = 1 Beweise:

a? b2
a+1+b+1

>

Wl =

34. (Irland 2000) Es seien x,y nicht negative reelle Zahlen mit x 4+ y = 2. Beweise:
x2y2(x2 +y2) < )

35. (Lettland 2002) Es seien a, b, ¢, d positive reelle Zahlen mit

1 1 1 1

=1.
1+ at + 1+ 04 + 14t + 14 d4

Beweise: abed > 3
36. (USA 1997) Es seien x,y, z positive reelle Zahlen. Beweise:

1 1 1

+ + <
By +aoyz P+ +oyz B4t +ayr T

1
TYZ
37. (Canada 2002) Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Beweise:

a3

4>
bc+ca+ab_a+b+c

38. (IMO 1974) Es seien a, b, ¢, d positive reelle Zahlen. Bestimme alle moglichen Werte von

a . b . c L d
a+b+d b4+c+a c+d+b dHa+c

39. (IMO Short List 1998) Es seien x, y, z positive reelle Zahlen mit xyz = 1. Beweise:
23 % 3

U+00+2 05290+ U+0l+y)

3
> 2
— 4

40. (Tiirkei 1999) Es seien a, b, ¢ nicht negative reelle Zahlen mit ¢ > b > a > 0. Beweise:

(a+3b)(b+ 4c)(c + 2a) > 60abe
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41. (Ruméinien 1997) Es seien x,y, z positive reelle Zahlen mit zyz = 1. Beweise:

¥ +y° y’ + 2 P42t
I’6+I3y3+y6 y6 +y323 +26 26 +Z'3:L'3+I6 -

42. Es seien a, b, ¢, d reelle Zahlen mit a,b,c,d € [0;1]. Beweise:
l-a)(1-0(1-c)(1—-d)+a+b+c+d>1

43. (USAMO 1995) Es seien a, b, ¢ reelle Zahlen mit a, b, ¢ € [0; 1]. Beweise:

a n b n c
b+c+1 c+a+1 a+b+1

+l-a)(1l-b1-c) <1

44. (Ruménien TST 1999) Es seien x1,xa, - - ,z, paarweise verschiedene positive ganze Zahlen.

Beweise: o+ 1
n
i+ ad 4 tal > 3

(1 +a2 4+ +an)

45. (Russland 1999) Es sei n positive ganze Zahl. Beweise:

2

S (Vi- Wi <

i=1

([x] bezeichnet die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich x)

46. (Iran 1999) Es seien a1 < as < --- < ay, reelle Zahlen und n € N) mit n > 2. Beweise:

4 4 4 4 4 4
a1ay + agas + -+ apa; = agaq + azay + -+ a1a,.

47. (Deutschland TST 2004) Es seien x1,xa, -+ , 100 positive natiirliche Zahlen mit
S SR
VT /T2 V2100

Beweise: Mindestens zwei dieser natiirlichen Zahlen sind gleich.

= 20.

48. (Moldawien 1999) Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Beweise:

ab L be O b . c
cle+a) ala+b) bb+c) " c+a a+b b+c

49. (IMO 1999) Es sei n € N mit n > 2. Bestimme die kleinste Konstante C, so dass die Unglei-

chung
4
Z vz (x? + 23 )<C( Z xi)
1<i<j<n 1<i<n
fiir alle nicht negativen reellen Zahlen x1,xs, -« ,x, gilt. Wann gilt fiir diese Konstante C
Gleichheit?

50. Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen mit a + b+ ¢ = 1. Beweise:

a?4+b b +c 02—|—a>2
b+c c+a a+b —
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ol.

92.

93.

o4.

95.

56.

o7.

98.

99.

(Japan 1997) Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Beweise:

(b+c—a)? (c+a—b)? (a+b—c)? >§
b+c)2+a® (c+a)2+b (a+b2+c2 75

Es seien a, b, c positive reelle Zahlen. Beweise:

1 n 1 n 1 > 3
alb+1) blc+1) cla+1) ~ 1+abe

(Osterreichisch- Polnischer Wettbewerb 1999) Bestimme die grofite reelle Zahl C; und die
kleinste reelle Zahl Cs, so dass fiir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢, d, e die folgende Unglei-

chung gilt:

ety b e 4 e g
! a+b b+c c¢c+d d+e e+a 2

(Bosnien 2002) Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen mit a? 4 b + ¢ = 1. Beweise:

a? b2 2

1+2bc+1—|—20a+1+2ab

>3
)

Es seien a, b, c reelle Zahlen mit abc = 1. Beweise, dass hochstens zwei der Zahlen

1 1 1
2a——, 2b——, 2c— -
b c a
grofler als 1 sind.

ABCD sei ein konvexes Viereck und K, L, M und N seien die Mittelpunkte der Seiten AB,
BC, CD und DA. Weiters sei S; = [AKN],S; = [BLK],S3 = [CML],Sy = [DNM] und S
die Flidche des Vierecks. Beweise:

/Sy + /S2+ /S5 + /81 < 2V/S

(Bosnien 2002) Gegeben sei das Dreieck ABC mit dem Inkreis k und dem Inkreisradius p.
Weiters sei 7, der Radius jenes Kreises (innerhalb des Dreiecks ABC), der k, AB und AC
beriihrt. Analog seien ry, r. definiert. Beweise:

To+Th+Tc2p
Wann gilt Gleichheit?

Gegeben sei ein Dreieck ABC. Eine Gerade durch den Eckpunkt A schneideet die gegeniiber-
liegende Seite BC im Punkt X und den Umkreis des Dreiecks in dem Punkt Y(# A). Beweise:

1 1 4

T
ix T xy < BC

(Tournament of the Towns 1993) Die Gleichung z* + az® + 222 + bz + 1 = 0 habe mindestens
eine reelle Losung. Beweise:
a’+b%>>8
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

(Osterreichisch - Polnischer Wettbewerb 2001) Es seien a,b,c die Seitenléngen eines Dreiecks.
Beweise:

a+b b+c c+a aF+b+E
+ + —

2 <
c a b abc

<3

(Rumiinien TST 2002) Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen mit
0 < a,b,c < 1. Beweise:

Vabe++/(1—a) (1 —b)(1—¢) < 1

Es seien a, b, ¢ die Seiten eines spitzwinkeligen Dreiecks. Beweise:

V—a2 + 02+ Va2 — b+ 2+ Va2 — b2+ 2V/a? + b2 — 2

Va2 + 02—/ —a?+ b2+ <ab+bc+ca
(Polen 2005) Es seien a, b, ¢ prositive reelle Zahlen mit ab + bc + ca = 3. Beweise:

a® + b + A + 6abe > 9.

(Titu Andreescu) Es seien x,y, z reelle Zahlen mit z,y,z < 1 und

x+y+z = 1. Beweise:
1 1 1 < 27

1+:c2+1+y2+1+z2 =10

(Serbien und Montenegro 2005) Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Beweise:

°_ . b L_C s 3(a+b+c)
Vb+ec Veta Va+b 2

(Russland 1995) Es seien z,y positive reelle Zahlen. Beweise:

o v
Z'y_x4+y2 y4+x2

(Deutschland 2004) Ein Wiirfel sei so in endlich viele Quader zerlegt, dass der Rauminhalt
der Umkugel des Wiirfels so grof§ ist wie die Summe der Rauminhalte der Umkugeln aller
Quader der Zerlegung.

Man beweise, dass dann alle Quader Wiirfel sind.

(Mazedonien 1999) Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen mit
a? + b2 + c? = 1. Beweise:

1
a+b+c+— >4V3
abc

(Ruménien 2004)
Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen

Beweise:
a? +b* + & +2abc+3 > (14 a)(1+b)(1+c).
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70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

e

78.

79.

(APMO 2004) Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Beweise:

(a® + 2)(b* + 2)(c* +2) > 9(ab + be + ca)

(Rumiinien 2005) Es seien x,y, z positive reelle Zahlen mit x + y + z = zyz. Beweise:

sy +yz+ze >3+ Va2 142+ 1+ V2 41

(China 2005) Es seien a, b, ¢, d positive reelle Zahlen mit abed = 1. Beweise:

1 1 1 1
> 1
(ta? (402 (402  (xad? -~

(BMO 1987) Es seien z,y, z positive reelle Zahlen. Bestimme den gréfitmoglichen Wert des

Ausdrucks
TYZ

(1+2)(z+y)(y+2)(z +16)

(OMO 1990) In einem konvexen Viereck ABCD sei E der Diagonalenschnittpunkt. Fy, Fy
seien die Flacheninhalte der Dreiecke ABE und CDE und F sei der Flacheninhalt des Vierecks

ABCD. Beweise:
VFi 4+ VF < VF.
Wann gilt Gleichheit?

Es sei S = {aj,as, - ,a,} eine Menge verschiedener ungerader natiirlicher Zahlen. Die Be-
trige ihrer Differenzen | a; —a; | (1 <4 < j < n) seien alle verschieden. Beweise:

. 1
Z a; > gn(n2 +2)
i=1

(OMO 1981) In einem Dreieck seien s, s, s. die Lingen der Schwerlinien und s der halbe
Umfang. Beweise:
s2 < sz + 5% + 53
Gegeben sei ein Viereck mit den Seiten a, b, ¢, d. Beweise:
4

d

4 4 4
+b" 4 > —
a C o7

Gegeben sei ein Quader mit den Seitenldngen a,b,c. Die Linge der Raumdiagonale sei d.

Beweise:
a’b? + b2? 4 2a? > abedV/3

Wann gilt Gleichheit?

(Vietnam 2005) Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Beweise:

() + o)+ ()

Y

3
8
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80. (OPMW 2003) Gegeben seien die reellen Zahlen 1 > @9 > -+ > x9003 > 0. Beweise, dass fiir

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

jede natiirliche Zahl n folgende Ungleichung gilt:

n n n n n
o —ah + a3 — - 4 Tho03 > (T1 — T2 + 23 — T4+ - — L2002 + T2003)

Bestimme das Minimum des Ausdrucks

le—1|4+]z—=2|+ -+ |2 —100 |,

wenn x eine beliebige reelle Zahl ist.

(Russland 2002) Es seien x,y, z positive reelle Zahlen mit = + y + z = 3 Beweise:

VE+y+vVz>ay+yz+ 2

(Belarus 1996) Es seien x,y,z positive reelle Zahlen mit x + y + z = /zyz. Beweise:

zy+yz+ze>9(c+y+2)

(IMO 1987) Es seien z1, xa, - -+ , ¥, positive reelle Zahlen mit 2% +x3+- - -+2 = 1. Zeige, dass
es zu jeder natiirlichen Zahl k > 2 ganze Zahlen aq, as, -+ ,a, mit | a; [< k—1,i=1,2,--- ,n

gibt (wobei nicht alle a; gleich Null sind), die die folgende Ungleichung erfiillen:

(k—1)vn

a1r1 + 2o + - apxy, |<
|11 242 nn|_ k"—l

(IMO 2005) Es seien z,y, z positive reelle Zahlen mit zyz > 1. Beweise:

25— g2 ¥ — 2 S5 52

>
x5+y2+22+y5+22+x2+25—|—x2—|—y2 -

(Andreescu) Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen mit a+b+c¢ > abc. Beweise, dass mindestens

zwei der folgenden Ungleichungen richtig sind:

2 3 6 2 3 6 2 3

S+ 426, ZH-+-26, S+-+->6
a c b ¢ a c a b

b

(APMO 1999) Gegeben sind die reellen Zahlen x4, z2, xs, - - . mit z;4,; < z; + z; fiir alle i,j.

Beweise:

Es seien x, %, z positive reelle Zahlen mit z2 + y? + 22 = 25.
Bestimme den minimalen Wert von

Yy Yz zZw

z x Y

(Moldawien 1999) Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Beweise:

ab be ca a b

c

c(c—&—a)Jra(a—I—b) Jrb

>
(b+c) ~ c+a+a+b+b+c
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90. (IMO 2003) Es sei n eine positive ganze Zahl und es seien x1,x2,: -+ ,x, reelle Zahlen mit
T1 2 X222 Ty
a) Beweise:
n n 2 2(712 - 1) n on
2
(ZZ| Ti — T |> < fzzw—%‘)
=1 j5=1 =1 j5=1
b) Man zeige, dass Gleichheit dann und nur dann gilt, wenn x1,xo, - - , z,, eine arithmetische
Folge ist!

Bei der Erstellung dieser Arbeitsunterlagen wurden verwendet:

Im Internet:
www.mathlinks.ro
www.kalva.demon.co.uk
www.imo.math.ca
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